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§  2.4. ÒÅÐÌÎÎÏÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÅ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÅÉ 

Â ÒÂÅÐÄÎÌ ÒÅËÅ. 

Óðàâíåíèÿ, îïèñ ûâàþùèå  âî ç áóæäåíèå  àêóñ òè÷å ñ êèõ âîëí â  

èç î òðîïíîì òâåðäîì ò åëå  áûëè ïðèâåäåíû âûøå  - (2.42), (2.43), ò àê æå , 

êàê è ã ðàíè÷íûå  óñ ëîâèÿ - (2.44)-(2.47). Ïðè î ã ðàíè÷åííûõ â  

ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ðàñ ïðåäåëåíèé èñ ò î÷íèêîâ  ò åïëà  

âî ç áóæäàþòñ ÿ íå  ò îëüêî  ïðîäîëüíûå , íî  è ïîïåðå÷íûå  àêóñ òè÷å ñ êèå  

âîëíû. 

Âî ñ ïîëüçóåìñ ÿ ñ ïåêòðàëüíûì ìåòîäîì: óðàâíåíèÿ äëÿ 

ñ ïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíò  

( ) ( )~ , ,ϕ ϕω= −
⊥

−∞

+∞
⊥ ⊥∫∫∫ e t z d t di t i k r r r  

ïðèìóò  âèä 

d

d z c
i
c

T s
L p

2
1
2

2

1
2

2
1

1

1
0 1

~
~ ~ ,

*ϕ ω
ϕ ω

β
+ −








 = −⊥k                 (2.59) 

d

d z c
i
c

T s
L p

2
2
2

2

2
2

2
2

2

2
0 2

~
~ ~ ,

*ϕ ω
ϕ ω

β
+ −








 = −⊥k                (2.60) 

d A

d z c
A

T

2
1
2

2

1
2

2
1 0

~
~ ,+ −









 =⊥

ω
k                          (2.61) 

d A

d z c
A

T

2
2
2

2

2
2

2
2 0

~
~ ,+ −









 =⊥

ω
k                          (2.62) 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñ ïåêòðàëüíûõ ïëîòíî ñ ò åé ý íòðîïèè íåîáõîäèìî  

ðåøèòü  óðàâíåíèå  (2.2) ñ  ã ðàíè÷íûìè óñ ëîâèÿìè (1.59)-(1.60). Òî ã äà  

~ exp ,s s i z1 10
1

2= − +








⊥

ω
χ

k                         (2.63) 
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ã äå  Re ,− +








 >⊥i

ω
χ 1

2 0k  à  ã ðàíè÷íûå  óñ ëîâèÿ ïðèâîäÿò ñ ÿ ê 

∂
∂

κ
κ

ω
χ

~
~ .

s
z

i s2 1

2 1

2
2

0 0
= − + ⊥k                       (2.64) 

Òî ã äà , èñ ïîëüçóÿ ïðåîáðàç îâàíèå  Ëàïëàñ à  (2.26), ðåøåíèå  ìîæíî  

ç àïèñ àòü  â  âèäå : 

( ), , , ,

,

s T p i Q p Q i

p i

i i

2 2 0
2

2

2
1

2

2

2 1
1

2

2
2

2
1

1

2

= − + −


















 − − +









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




×
+ − +

− + + − +










⊥

−

⊥ ⊥ ⊥

⊥

⊥ ⊥

ρ
ω
χ

ω ω
ω
χ
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ω
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κ
ω
χ

κ
ω
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k k k k

k
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(2.65) 

, ,
exp .s

c
T

Q i

i i
i z

p
1

1 2

0

2

2

2
2

2
1

1

2 1

2=

− +










− + + − +
− +











⊥ ⊥

⊥ ⊥

⊥
χ

ω
ω
χ

κ
ω
χ

κ
ω
χ

ω
χ

k k

k k
k  

Òàêèì î áðàç îì, ò åïëîîáìåí â  ñ ëó÷àå  òðåõìåðíûõ âîëí 

îïðåäåëÿåò ñ ÿ íå  ò îëüêî  î òíîøåíèåì ò åïëîâûõ àêòèâíî ñ ò åé R T ,  íî  

è ç àâèñ èò  î ò  ïîïåðå÷íî ã î  âîëíîâî ã î  âåêòîðà  k ⊥ . Â ïðîçðà÷íîé 

ñ ðåäå  ò åïëîâàÿ âîëíà  - ñ âî á îäíàÿ è å å  àìïëèòóäà îïðåäåëÿåò ñ ÿ 

ëàïëàñ -êîìïîíåíòîé ðàñ ïðåäåëåíèÿ èñ ò î÷íèêîâ  ò åïëà  .Q  

Ïîëó÷åííûå  âûðàæåíèÿ (2.65) íå î áõîäèìî  ïîäñ òàâèòü  â  

óðàâíåíèÿ (2.59), (2.60). Òî ã äà  ñ  ó÷åòîì óñ ëîâèé èçëó÷åíèÿ ïîëó÷èì 

~ exp exp .
*

ϕ ϕ
ω β χ

ωχ
ω
χ1 10

2

1
2

2 0 1 1

1

10
1

1
2

1

2

1
= − −











 +

+
− +









⊥ ⊥i

c
z

T
c

s

i
c

i z
L p

L

k k  

Íî  â  ïðèáëèæåíèè íå ñ âÿç àííîé ç àäà÷è ò åðìîóïðóã î ñ òè ωχ1 1
2 1c L <<  

è, ïîäñ òàâëÿÿ âûðàæåíèå  äëÿ s10 ,  ïîëó÷èì 
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~ exp
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exp .
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
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L
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 (2.66) 

Äàëåå , â  ñ èëó îäíîðîäíî ñ òè óðàâíåíèé (2.61), (2.62) èõ ðåøåíèÿ áóäóò  

èìåòü  âèä: 

~ exp ,A A i
c

z
T

1 10

2

1
2

2= − −










⊥

ω
k                        (2.67) 

~ exp .A A i
c

z
T

2 20

2

2
2

2= + −










⊥

ω
k                        (2.68) 

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.60) âî ñ ïîëüçóåìñ ÿ ïðåîáðàç îâàíèåì 

Ëàïëàñ à : 

ω
ϕ ω

β ϕ
ϕ

2

2
2

2 2
2

2

2
0 2

2
20 0c

p i
c

T s
d
d z

p
L p

− +








 = − − −⊥k

~
~ .

*
 

Â ñ èëó óñ ëîâèÿ èçëó÷åíèÿ ϕ 2  íå  äîëæíî  ñ îäåðæàòü  î ñ î áûõ ò î÷åê â  

íèæíåé ïîëóïëîñ êî ñ òè ïàðàìåòðà p .  Îò ñ þäà ñ ëåäóåò  ñ âÿç ü  

d
d z

i
c

i
c

T s i
cL p L

~
~ , , .

*ϕ ω
ϕ ω

β
ω

ω2
2

2
2

2
2

2

2
0 2

2

2
2

2
0 0
− − = − − −











⊥ ⊥ ⊥k k k     (2.69) 

Ïîäñ òàâëÿÿ (2.66)-(2.68) â  ã ðàíè÷íûå  óñ ëîâèÿ (2.44)-(2.47) è èñ êëþ÷àÿ 

âñ å  âåëè÷èíû, êðîìå  ~ϕ 2 0
 è 

d
d z

~
,

ϕ 2
0

 ìîæíî  íàéòè âò îðîå  

ñ î î òíîøåíèå  ìåæäó íèìè. Îäíàêî  ââèäó ã ðîìîç äêî ñ òè ç äå ñ ü  îíî  íå  

ïðèâîäèò ñ ÿ. Åã î  ñ ëîæíîñ òü  ñ âÿç àíà  ñ  ìíîæåñ òâåííî ñ òüþ òèïîâ  âîëí, 

êî ò îðûå  ìî ã óò  âî ç áóæäàòüñ ÿ â  ðàñ ñ ìàòðèâàåìîì ñ ëó÷àå  - 

ïðîäîëüíûå , ñ äâèã îâûå , òèïà  Ñòîóíëè è ò .ï.. Èì áóäóò  
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ñ î î òâåò ñ òâîâàòü  ïîëþñ à â  ðåøåíèè .ϕ 2  

Â ñ èëó âûøåñ êàç àííî ã î  ðàñ ñ ìîòðèì ò îëüêî  âî ç áóæäåíèå  

ðý ëååâñ êèõ âîëí ò åïëîâûìè. Äëÿ ý ò î ã î  â  ã ðàíè÷íûõ óñ ëîâèÿõ 

íåîáõîäèìî  ïîëîæèòü  A10 10 0= =, .µ Ïîñ êîëüêó, êàê áûëî  ïîêàç àíî  â  

§2.3 ò åïëîâîå  ðàñ øèðåíèå  ã àç îâîé ñ ðåäû âëèÿåò  ò îëüêî  íà  íèç êèõ 

÷àñ ò î òàõ, ò î  ïðè îïèñ àíèè âî ç áóæäåíèÿ ðý ëååâñ êèõ âîëí ìîæíî  

ïîëîæèòü  ~ϕ1 0=  è β1 0* .=  Òî ã äà  ðåøåíèå  äëÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû 

êîëåáàòåëüíîé ñ êîðî ñ òè ïîâåðõíî ñ òè ~ω  ìîæåò  áûòü  ç àïèñ àíî  â  

âèäå  [8]: 

( ) ( )~ ~ , ~ ,
*

ω
β

ρ
ω ω

ξ ω ω=








 −


 


− −2

2 2

2

2
2

2
2 1 2

0c
F
i

c
H

c
g c c I

p R R
R L          (2.70) 

ã äå  
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
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














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−













− − −

2
2 2 1 1 8

2

2

2

2 2

2
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1 2

2
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î ïðåäåëÿåò ñ ÿ ò îëüêî  óïðóã èìè ïî ñ ò îÿííûìè ñ ðåäû, à  ξ−  

íàïðàâëåíèå  ðàñ ïðî ñ òðàíåíèÿ âîëíû. 

Òàêèì î áðàç îì, ñ ïåêòð âî ç áóæäàåìîé ðý ëååâñ êîé âîëíû 

îïðåäåëÿåò ñ ÿ ôóðüå -ñ ïåêòðîì ïîïåðå÷íî ã î  ðàñ ïðåäåëåíèÿ 

èñ ò î÷íèêîâ  ò åïëà  è ëàïëàñ -î áðàç îì èõ ðàñ ïðåäåëåíèÿ ïî  ã ëóáèíå . 

Âî  âñ åì äèàïàç îíå  ÷àñ ò î ò  ω χ<< c L2
2

2  ò åïëîïðîâîäíî ñ òü  ñ ðåäû íå  

ñ êàçûâàåò ñ ÿ íà  ýôôåêòèâíî ñ òè âî ç áóæäåíèÿ ðý ëååâñ êèõ âîëí. 

Ðàñ ñ ìîòðèì â  êà÷å ñ òâå  ïðèìåðà îäíîìåðíîå  ðàñ ïðåäåëåíèå  

èñ ò î÷íèêîâ  â  ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè 

( ) ( )H H xr ⊥ = .  

Òî ã äà  âíå  î áëàñ òè èõ äåéñ òâèÿ ñ óùåñ òâóþò  ëèøü  ÷èñ òî  á å ã óùèå  

âîëíû, è äëÿ âîëíû, á å ã óùåé â  ñ ò îðîíó óâåëè÷åíèÿ x , èìååì 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

ω τ
β

π ρ

ω
ωτ ω ω ω ω

+

− −

−∞

+∞

= − = ×

× −








 − −


 


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t x c
c

F

i
c

i H c g c c I d

R
p

R
R R L

2

2 2

2
2
2 1 2

0

*

exp ~ ~ .

(2.71) 

Êàê âèäíî  èç  (2.71) ðåøåíèå  â  äàííîì ñ ëó÷àå  ò àêæå  ïðåäñ òàâèìî  â  

âèäå : 

( ) ( )~ ~ω ω ω+ = K I 0  

è âûðàæåíèå  äëÿ ( )K ω  ëå ã êî  óñ òàíàâëèâàåò ñ ÿ èõ ñ ðàâíåíèåì. 

Èç  ðåøåíèÿ (2.71) ñ ëåäóåò , ÷ò î  äëÿ ýôôåêòèâíî ã î  âî ç áóæäåíèÿ 

ðý ëååâñ êîé âîëíû íà  ÷àñ ò î òå  ω  íå î áõîäèìî  âûïîëíåíèå  òðåõ 

óñ ëîâèé: íåìàëî ñ òü  (î òíî ñ èòåëüíàÿ) ñ ïåêòðàëüíîé êîìïîíåíòû 

ìîäóëÿöèè èíòåíñ èâíî ñ òè èñ ò î÷íèêîâ , íå  äîëæíà áûòü  ìàëîé 

ñ ïåêòðàëüíàÿ ñ î ñ òàâëÿþùàÿ ïîïåðå÷íî ã î  ðàñ ïðåäåëåíèÿ å ã î  

èñ ò î÷íèêîâ  (øèðèíà a R≤ λ  äëèíû âîëíû Ðý ëåÿ), íàêîíåö, ã ëóáèíà 

ïðîíèêíîâåíèÿ ã ðåþùåã î  èç ëó÷åíèÿ α λ− ≤1 R .  Íåîáõîäèìî  î òìåòèòü , 

÷ò î  ïðè âûïîëíåíèè ý òèõ óñ ëîâèé ýôôåêòèâíî ñ òü  âî ç áóæäåíèÿ 

ðàñ ò åò  ñ  ÷àñ ò î òîé ~ .ω Ïðè êîðîòêîì èìïóëüñ å  âî ç áóæäåíèÿ 

( )( )~I const0 ω =  è ìàëîé ã ëóáèíå  ò åïëîâûäåëåíèÿ èìïóëüñ  ðý ëååâñ êîé 

âîëíû ïðîïîðöèîíàëåí ïðîèç âîäíîé ðàñ ïðåäåëåíèÿ èñ ò î÷íèêîâ  

ò åïëà  ( )′H x .  

Ðàçëè÷èå  ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé ò åïëîâî ã î  âî ç áóæäåíèÿ ÏÀÂ 

(2.71) è î áúåìíûõ âîëí (ñ ì., íàïðèìåð, (2.40)) ñ î ñ ò îèò  â  ò îì, ÷ò î  

ýôôåêòèâíî ñ òü  âî ç áóæäåíèÿ î áúåìíûõ âîëí îïðåäåëÿåò ñ ÿ ôóðüå -

ñ ïåêòðîì ðàñ ïðåäåëåíèÿ èñ ò î÷íèêîâ  ïî  ã ëóáèíå , à  ðý ëååâñ êèõ - å ã î  

ëàïëàñ îâñ êèì ñ ïåêòðîì. Ïîý òîìó èñ ò î÷íèêè, ðàñ ïîëîæåííûå  íà  

ã ëóáèíàõ z R> λ  íå  âëèÿþò  íà  âî ç áóæäåíèå  ðý ëååâñ êîé âîëíû ñ  
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äëèíîé λ R  (â  î òëè÷èå  î ò  î áúåìíûõ âîëí). 

Â á îëåå  î áùåì ñ ëó÷àå  ( )H r ⊥  âíå  î áëàñ òè ò åïëîâûäåëåíèÿ 

ñ óùåñ òâóåò  á å ã óùàÿ âîëíà , êî ò îðóþ â  äàëüíåì ïîëå  ìîæíî  

ïðåäñ òàâèòü  â  âèäå  
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ω τ δ
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π ρ

ω
π ω

ωτ π ω δ ω ω ω
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
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
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
 
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t c
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F

c

c
i i H c g c c I d

R
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R

R
R R L

r r

r

, ,

exp ~ , ~ .

*
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2 2

2

2

1 2
2

2
2 1 2

0

2

4

 

Ýòî  ðåøåíèå  ïðåäñ òàâëÿåò  äèàã ðàììó íàïðàâëåííî ñ òè èç ëó÷åíèÿ ÏÀÂ 

òåïëîâûìè âîëíàìè, êî ò îðàÿ îïðåäåëÿåò ñ ÿ ðàñ ïðåäåëåíèåì 

èñ òî÷íèêîâ  ò åïëà  ïî  ñ å÷åíèþ ( )~ , .H c Rω δ  Àìïëèòóäà æå  âîëíû, êàê 

ý ò î  è äîëæíî  áûòü  äëÿ ðàñ õîäÿùåéñ ÿ öèëèíäðè÷å ñ êîé âîëíû, 

ïðîïîðöèîíàëüíà  r −1 2 .  

Ðå çþìèðóÿ, ìîæíî  ñ êàç àòü , ÷ò î  ñ ïåêòðàëüíûé ìåòîä äàåò  

ìîùíûé àïïàðàò  àíàëèç à  âî ç áóæäåíèÿ àêóñ òè÷å ñ êèõ âîëí ò åïëîâûìè. 

Âíå  î áëàñ òè ò åïëîâûäåëåíèÿ ñ óùåñ òâóþò  ÷èñ òî  á å ã óùèå  

àêóñ òè÷å ñ êèå  âîëíû, ñ ïåêòðàëüíàÿ ïëîòíî ñ òü  êî ò îðûõ îïðåäåëÿåò ñ ÿ 

ïðî ñ òðàíñ òâåííûìè ñ ïåêòðàìè ðàñ ïðåäåëåíèÿ èñ ò î÷íèêîâ  ò åïëà  è 

ñ îäåðæèò  â  êà÷å ñ òâå  ñ îìíîæèòåëÿ ñ ïåêòð ìîäóëÿöèè èíòåíñ èâíî ñ òè 

èñ ò î÷íèêîâ  (å ñ ëè îíè íåïîäâèæíû îòíî ñ èòåëüíî  ñ ðåäû). 


