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ÃËÀÂÀ 4. 

ËÀÇÅÐÍÎÅ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÅ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍ Â ÄÂÈÆÓÙÈÕÑß ÑÐÅÄÀÕ. 

Ïðè íåïîäâèæíûõ î òíî ñ èòåëüíî  ñ ðåäû èñ òî÷íèêàõ ò åïëà  

àêóñ òè÷å ñ êàÿ íåëèíåéíî ñ òü  ïðîÿâëÿåò ñ ÿ ôàêòè÷å ñ êè ò îëüêî  âíå  

î áëàñ òè ò åïëîâûäåëåíèÿ, ÷ò î  ñ âÿç àíî  ñ  íàêàïëèâàþùèìñ ÿ 

õàðàêòåðîì íåëèíåéíûõ èñ êàæåíèé. Â ñ ëó÷àå  äâèæóùèõñ ÿ 

î òíî ñ èòåëüíî  ñ ðåäû èñ òî÷íèêîâ  ò åïëà  ñ èòóàöèÿ ìîæåò  èçìåíèòüñ ÿ 

êàðäèíàëüíûì îáðàç îì. Åñ ëè ñ êîðî ñ òü  èõ äâèæåíèÿ áëèç êà  ê 

ñ êîðî ñ òè ç âóêà , ò î  âûíóæäåííàÿ ò åïëîâàÿ è àêóñ òè÷å ñ êàÿ âîëíû 

áóäóò  âç àèìîäåéñ òâîâàòü  íà  ç íà÷èòåëüíûõ ðàñ ñ ò îÿíèÿõ, 

ïðåâûøàþùèõ âî  ìíî ã î  ðàç  äëèíó âîëíû. Àêóñ òè÷å ñ êàÿ íåëèíåéíî ñ òü  

ìîæåò  ñ èëüíî  âëèÿòü  íà  ïðîöå ñ ñ  ò àêî ã î  “ñ èíõðîííî ã î ” 

âç àèìîäåéñ òâèÿ. Ýòî  èìååò  ìå ñ ò î  â  ñ àìûõ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷å ñ êèõ 

ç àäà÷àõ è ïðèëîæåíèÿõ. Äî ñ òàòî÷íî  óêàç àòü  ëèøü  ã ðóïïó ÿâëåíèé, 

î òíî ñ ÿùèõñ ÿ ê äàííîìó êëàñ ñ ó, ò àêèõ êàê îïòè÷å ñ êîå  âî ç áóæäåíèå  

ç âóêà  (ñ ì. ìîíî ã ðàôèè è î á ç îðû [8,17,21,25,26] è èìåþùèåñ ÿ ò àì ñ ñ ûëêè), 

âîëíû íà  ïîâåðõíî ñ òè æèäêîñ òè [27], àêóñ òèêà  íåîäíîðîäíûõ 

äâèæóùèõñ ÿ ñ ðåä [28-36], ã èäðîäèíàìèêà ïëàçìû è ý ëåêòðîííûõ 

ïîòîêîâ  [37-39], è ò .ä .. Âî  âñ åõ ý òèõ ñ ëó÷àÿõ èñ ïîëüçóåò ñ ÿ îäèíàêîâûé 

ìàòåìàòè÷å ñ êèé àïïàðàò  - íå îäíîðîäíûå  íåëèíåéíûå  óðàâíåíèÿ, 

îïèñ ûâàþùèå  âî ç áóæäåíèå  âîëíû êîíå÷íîé àìïëèòóäû 

ðàñ ïðåäåëåííûìè âíåøíèìè èñ òî÷íèêàìè. 

Êàê áûëî  ïîêàç àíî  åùå  â  [28], óðàâíåíèå , îïèñ ûâàþùåå  

ðàñ ïðî ñ òðàíåíèå  àêóñ òè÷å ñ êèõ âî çìóùåíèé â  òðàíñ ç âóêîâîé ÷àñ òè 

ò å÷åíèÿ ã àç à  â  ñ îïëå  Ëàâàëÿ, ìîæåò  áûòü  ñ âåäåíî  ê âèäó 

íåîäíîðîäíî ã î  óðàâíåíèÿ ïðî ñ òûõ âîëí. Ïîäîáíûå  óðàâíåíèÿ â  á îëåå  
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î áùåì ñ ëó÷àå  áûëè ïðèâåäåíû â  ðàáîòå  [29]. Îáùåå  íåÿâíîå  ðåøåíèå  â  

êâàäðàòóðàõ áûëî  ïðèâåäåíî  â  [30]. Ê ñ îæàëåíèþ ý ò î  ðåøåíèå  ïëîõî  

ïîääàåò ñ ÿ àíàëèòè÷å ñ êîìó èñ ñ ëåäîâàíèþ. Äëÿ á îëåå  íàã ëÿäíî ã î  

ïðåäñ òàâëåíèÿ î  õàðàêòåðå  äâèæåíèÿ ñ èñ ò åìû ìíî ã èõ ÷àñ òèö â  

ñ èëîâîì ïîëå  [37] èñ ïîëüç îâàëàñ ü  ôàç îâàÿ ïëî ñ êî ñ òü . Ðàç âèòèå  

ý ò î ã î  ïðåäñ òàâëåíèÿ íà  ñ ëó÷àé ñ ïëîøíîé ñ ðåäû âïåðâûå  áûëî  

ïðåäñ òàâëåíî  â  ðàáîòå  [33]. Èñ ïîëüç îâàíèå  ôàç îâîé ïëî ñ êî ñ òè 

ïî ç âîëèëî  ýôôåêòèâíî  ïðîàíàëèçèðîâàòü  âç àèìîäåéñ òâèå  

àêóñ òè÷å ñ êîé è âûíóæäåííîé ò åïëîâîé âîëí ïðè ñ êîðî ñ òÿõ äâèæåíèÿ 

èñ ò î÷íèêîâ  ò åïëà , áëèç êèì ê ç âóêîâûì (ñ ì. [8,21] è ïðèâåäåííóþ òàì, à  

ò àêæå  íèæå  ëèòåðàòóðó). Êðîìå  ò î ã î , ý ò î ò  ìåòîä îêàç àëñ ÿ ïîëåç íûì 

ïðè àíàëèç å  ðàñ ïðî ñ òðàíåíèÿ àêóñ òè÷å ñ êèõ âî çìóùåíèé â  

íå îäíîðîäíûõ òðàíñ ç âóêîâûõ î áëàñ òÿõ äâèæåíèÿ ñ æèìàåìî ã î  ã àç à .  

§  4.1. ÌÅÒÎÄ ÔÀÇÎÂÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ.  

Â ò îì ñ ëó÷àå , êî ã äà  ò åïëîâûå  èñ ò î÷íèêè äâèæóòñ ÿ ñ î  

ñ êîðî ñ òüþ, ñ ðàâíèìîé ñ î  ñ êîðî ñ òüþ ç âóêà , íåëüç ÿ èñ êëþ÷àòü  

êîíâåêòèâíûå  ïðîèç âîäíûå  â  óðàâíåíèÿõ (1.1)-(1.3). Îäíàêî , â  ñ èëó 

ìàëî ñ òè ñ êîðî ñ òè ñ î á ñ òâåííîé ò åïëîâîé âîëíû ïî  ñ ðàâíåíèþ ñ î  

ñ êîðî ñ òüþ ç âóêîâîé, ìîæíî  ïðåíåáðå÷ü  äèôôóçèåé ò åïëà â  óðàâíåíèè 

(1.3). 

Âûáåðåì ñ èñ ò åìó êîîðäèíàò , â  êî ò îðîé âíåøíèå  èñ ò î÷íèêè 

ò åïëà íåïîäâèæíû. Òî ã äà  ñ êîðî ñ òü  ÷àñ òèö ìîæíî  ïðåäñ òàâèòü  â  âèäå  

v V u= +0 ,                                           (4.1) 

ã äå  V 0 − ñ êîðî ñ òü  äâèæåíèÿ èñ ò î÷íèêîâ  î òíî ñ èòåëüíî  ñ ðåäû, 

u − îòíî ñ èòåëüíàÿ ñ êîðî ñ òü . Íå  î ã ðàíè÷èâàÿ î áùíîñ òè, ìîæíî  

íàïðàâèòü  î ñ ü  z  ïî  V 0 .  
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Áóäåì ðàñ ñ ìàòðèâàòü  ò îëüêî  ñ ëó÷àé ñ èíõðîííî ã î  âî ç áóæäåíèÿ 

àêóñ òè÷å ñ êèõ âîëí ò åïëîâûìè, êî ã äà  ñ êîðî ñ òü  âûíóæäåííîé 

ò åïëîâîé âîëíû (ñ î âïàäàþùàÿ ñ î  ñ êîðî ñ òüþ èñ òî÷íèêîâ ) áëèç êà  ê 

ñ êîðî ñ òè ç âóêà : 

V 0
0

1 1
c

− << .                                   (4.2) 

Ïðè ý ò îì, å ñ ò å ñ òâåííî , ñ îõðàíÿåò ñ ÿ î ã ðàíè÷åíèå  

u
c 0

1<< .  

Â ý ò îì ñ ëó÷àå , èñ õîäíûå  óðàâíåíèÿ (ñ  ò î÷íî ñ òüþ äî  ÷ëåíîâ  âò îðî ã î  

ïîðÿäêà  ìàëî ñ òè ïî µ ) ìîæíî  ïåðåïèñ àòü  â  âèäå : 
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∆ , (4.4) 
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Â äàííîì ñ ëó÷àå  ñ ÷èòàåò ñ ÿ, ÷ò î  ìîùíîñ òü  ò åïëîïîäâîäà  Q  ò àêæå  

èìååò  “âò îðîé ïîðÿäîê ìàëî ñ òè” ïî  µ .  

Ëèíåàðèç îâàííàÿ ñ èñ ò åìà (4.3)-(4.6) ìîæåò  áûòü  ñ âåäåíà  ê 

óðàâíåíèþ 
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2 0
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∆ ∆ .              (4.7) 

Ïî  ñ ìûñ ëó âûáîðà ñ èñ ò åìû îò ñ ÷åòà , äâèæóùåéñ ÿ âìåñ òå  ñ  

èñ ò î÷íèêàìè ò åïëà , âåëè÷èíà Q  âî  âðåìåíè èçìåíÿåò ñ ÿ ã îðàç äî  

ìåäëåííåå , ÷åì ïî  ïðî ñ òðàíñ òâåííûì êîîðäèíàòàì. 
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( )Q Q t= µ , .r                                    (4.8) 

Ïîý òîìó â  ïåðâîì îïåðàòîðå  â  óðàâíåíèè (4.7) ïðîèç âîäíàÿ ïî  

âðåìåíè ìîæåò  áûòü  îïóùåíà . 

Ñ ó÷åòîì óñ ëîâèÿ ñ èíõðîííî ñ òè (4.2), î ïåðàòîð â  êâàäðàòíûõ 

ñ êîáêàõ â  (4.7) 
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V V0 0 0 0 0

2 ∆  

ñ îäåðæèò  ñ åêóëÿðíóþ ÷àñ òü  (ïåðâàÿ ñ êîáêà ), êî ò îðàÿ ìîæåò  äàâàòü  

íàðàñ òàþùåå  ñ î  âðåìåíåì ðåøåíèå . Ïîý òîìó àêóñ òè÷å ñ êàÿ âîëíà , 

ðàñ ïðî ñ òðàíÿþùàÿñ ÿ âìåñ òå  ñ  èñ ò î÷íèêàìè, áóäåò  

äîìèíèðîâàòü [31,34]. Ýò î  ïî ç âîëÿåò  âî ñ ïîëüç îâàòüñ ÿ ìîäèôèêàöèåé 

ìåòîäà  ìåäëåííî  èçìåíÿþùèõñ ÿ àìïëèòóä[40] ñ  ó÷åòîì 

êâàçèîïòè÷å ñ êî ã î  ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óïðîùåíèÿ ñ èñ ò åìû (4.3)-(4.6).  

Áóäåì èñ êàòü  ðåøåíèå  â  âèäå  

( ) ( ){

( ) }

v =

+

µ µ µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ

3 2 3 2

0

u x y z t v x y z t

V w x y z t

, , , , , , , ,

, , , ,

        (4.9) 

( )ρ ρ µ ρ µ µ µ= + ′0 x y z t, , ,  

è àíàëî ã è÷íàÿ ïî ñ ëåäíåé ç àâèñ èìîñ òü  äëÿ î ñ òàëüíûõ ïåðåìåííûõ. 

Ïðè ý ò îì ïðåäïîëàã àëî ñ ü , å ñ ò å ñ òâåííî , ÷ò î  èñ ò î÷íèêè ò åïëà Q  

èìååþò  àíàëî ã è÷íóþ ïðî ñ òðàíñ òâåííî -âðåìåííóþ ñ òðóêòóðó. 

Ìåäëåííî ñ òü  èçìåíåíèÿ ñ êîðî ñ òè ïðåäïîëàã àå ò  èñ êëþ÷åíèå  èç  

ðàñ ñ ìîòðåíèÿ àêóñ òè÷å ñ êîé âîëíû, ðàñ ïðî ñ òðàíÿþùåéñ ÿ íàâñ òðå÷ó 

èñ ò î÷íèêàì. Ýòî  ïî ç âîëÿåò  ñ âå ñ òè ñ èñ ò åìó (4.3)-(4.6) ê ìîäåëüíîìó 

ý âîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ äëÿ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû 

êîëåáàòåëüíîé ñ êîðî ñ òè w [33,41]: 
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∆ ,    (4.10) 

ã äå  ∆⊥ = + −∂ ∂ ∂ ∂2 2 2 2x y  ëàïëàñ èàí ïî  ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì, à  

b −  êî ýôôèöèåíò  âûñ îêî÷àñ òîòíîé äèñ ñ èïàöèè. Óðàâíåíèå  (4.10) 

áóäåò  î ñ íîâíûì ïðè èñ ñ ëåäîâàíèè âî ç áóæäåíèÿ àêóñ òè÷å ñ êîé âîëíû. 


